7.2 Fonksiyon ve Fonksiyon Tanimlan (I)

Tanim kUmesindeki her elemanin deder kimesinde bir ve yalniz bir gorlintlisi varsa, tanim

kiimesinden deder kiimesine olan bagintiya fonksiyon denir.

Fonksiyonu “ f ” ile g6sterirsek y = f (x) esitliginde x’e bagimsiz dedisken y'ye ise bagl dedisken adi
verilir. Fonksiyon tek bir dediskene bagli ise tek dediskenli, birden gok dediskene bagh ise gok
degiskenli fonksiyon adini alir. y = f (x) tek dediskenli, z = f(x,y,t,....) gok dediskenli fonksiyondur.

f1 bagintisi fonksiyondur. Zira Tanim kiimesindeki her
elemanin, Deger kiimesinde bir tek gorintisi var.

7.2.1 Fonksiyon ve Fonksiyon Tanimlari (II)

Asadidaki sekilde f, bagintisi bir fonksiyon dedildir. Tanim kiimesindeki bir elemanin, deder kiimesinde
goéruntdsia yoktur.

. fya)=2
. fy(b)=1

Fakat f, fonksiyonu gorintisindeki "c" elemanini deder kiimesinde hig bir elemana gétiirememektedir.

f2 bagintisi fonksiyon degildir.Zira Tanim kimesindeki bir
elemanin ( ¢ ) Deger kimesinde gorintisi yoktur.




7.2.2 Fonksiyon ve Fonksiyon Tanimlarn (III)

Asadidaki f3 bagintisini ifade eden sekilde tanim kiimesindeki her elemana karsi deder kiimesinde bir
eleman bulunmaktadir. Fakat f; bagintisi bir fonksiyon degildir. Clinkl tanim kiimesindeki "c"
elemanina deder kiimesinde "2" ve "3" elemanlari karsilik gelmektedir. Bu da fonksiyonun tanimina
ters dismektedir. Dolayisiyla f;3 bagintisi fonksiyon dedildir.

A
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TANIM KUMESI DEGER KUMESI

fa bagintisi fonksiyon degildir.Zira Tanim kimesindeki bir
elemanin ( ¢ ) Deger kimesinde iki gorintist vardir.
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7.2.3 Fonksiyon Grafigi (I)

y = f(x) fonksiyonunun grafigi, bir dik koordinat sisteminde, x bagimsiz dediskenin tanim araldi iginde
aldigi f(x) dederleriyle olusturulan (x ,y) sayi ciftlerinin isaretlenmesiyle elde edilir.

(x,y) sayi cifleri bulunup dik koordinat diizleminde isaretlendikten sonra bir egriyle birlestirilir. Bu egri

fonksiyonun grafigini olusturur.
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flx)=x+2 | @

Tekrar

7.2.4 Fonksiyon Grafigi (II)

Ornegin, [-3, 3] aralifinda taniml y = x? fonksiyonunun grafigini gizmek igin énce (x,y) sayi ciftleri
belirlenir.



y = f(x) = x* 9 4 1 0 1 4 9

Bu sayi giftleri bir dik koordinat sisteminde isaretlenerek fonksiyonun grafigi elde edilir.
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7.2.5 Sinirhh Fonksiyonlar (I)

o . L = . . .
Tanim araligi igindeki her x elemani igin Jx)=U olacak sekilde bir Uek varsa, f(x) fonksiyonuna bu
aralik iginde distten sinirlidir denir. UeRr sayisina da dst sinir adi verilir. Tanim arahdi igindeki her x

>
elemani igin f(x)z4 olacak sekilde bir AeR varsa, f(x) fonksiyonuna bu aralik iginde alttan

sinirhidir denir. A €R sayisina ise alt sinir denir. Bu aralik icindeki her x elemani icin A =f(x) =U
olacak sekilde A ve U €R varsa, f(x) fonksiyonuna sinirli veya alttan ve iistten sinirli denir.

Ustten sinirh ) Alttan sinirh )

=

Alttan ve Ustten sinirli ) @
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7.2.6 Sinirh Fonksiyonlar (II)
Ornek1l :

y = f(x) = x + 2 fonksiyonu [-1, 1] aralifinda sinirlidir. Ust sinir U = 3, alt sinir ise A = 1 dir.

Va
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f(x)=x+2 | @)

Tekrar
Ornek2 :

1

y = f(x) = % fonksiyonu (0, 3) araliginda Ustten sinirli degildir. Zira x'i sifira ne kadar yakin segersek
1
f(x)'i o kadar buyuk bulabiliriz. Dolayisiyla bir Gst sinir yoktur. Alt sinir ise A = 3 dar.
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fix)=1/x ' @)
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7.2.7 Monoton Fonksiyonlar

Bir araligin herhangi iki noktasi x; ve x, olduguna gére; x; < X, oldukga f(x;) =f(x,) ise f(x)
fonksiyonuna bu aralik icinde monoton artan fonksiyon denir. f(x) < f(x;) ise fonksiyon kesin
olarak artandir.

Eder x; < X, oldukca f(x1) 2 f(x,) ise fonksiyon monoton azalandir f(x,) > f(x,) ise kesin olarak
azalandir.

Kesin olarak artan veya azalan bir fonksiyon ayni zamanda monoton artan veya monoton azalandir.



Bir fonksiyonun monoton artan veya azalan bir fonksiyon olmasi igin kesin olarak artan veya azalan bir
fonksiyon olmasi yeter sarttir.

7.2.8 Acik Fonksiyon-Kapali Fonksiyon

Bagli degdisken vy ile bagimsiz dedisken x arasindaki iliski y'ye gore ¢ozlilmisse fonksiyona agrk
fonksiyon, aksi halde kapali fonksiyon denir.

- : = :

y=x>+x+1  x24x+1-y=0

7.2.9 Ters Fonksiyon

Eder x'in f(x) seklinde gosterilen bir fonksiyonu y ise x'de y'nin x = f 1 (y) seklinde gdosterilen bir

fonksiyonu olarak tanimlanabilir. Bu fonksiyona ters fonksiyon denir.

Fonksiyon Ters Fonksiyonu

f(x)=x+3 f1(x)=x-3
f(x)=sin(x) f1(x)=arcsin(x)
f(x)=loga(x) f1(x)=a* ®)
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7.2.10 Tek Fonksiyon - Cift Fonksiyon

[a,b] kapali araliginda tanimli bir y= f(x) fonksiyonu x degiskeninin mutlak dederce esit (simetrik)
pozitif ve negatif dederleri icin ayni bayukliklere sahipse yani, f(x) = f(-x) ise bu fonksiyona ¢ift
fonksiyon denir. Cift fonksiyonda simetri ekseni OY eksenidir. y= f(x) fonksiyonu x degiskeninin
mutlak dederce esit, simetrik dederleri igin ayni fakat isareti farkli degerler aliyorsa yani, f(x) = -f(-x)
ise bu fonksiyona tek fonksiyon denir. Tek fonksiyonun simetri merkezi koordinat eksenlerinin
baslangi¢ noktasidir.

Ornegin y = x? fonksiyonu cift fonksiyon , y = x> fonksiyonu ise tek fonksiyondur ve grafikleri
asadidaki sekildeki gibidir.
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7.2.11 Periyodik Fonksiyon

y = f(x) fonksiyonu, x dediskenin birbirinden belirli bir uzaklik kadar farkli degerleri igin ayni
buyuklikleri aliyorsa bu fonksiyona periyodik fonksiyon denir. Fonksiyonun periyodu T ise apsisleri x
ve X +T olan noktalarin ordinatlari arasinda f(x) = f(x+T) bagintisi vardir.

Ornegin :
f (x) = sin (x) periyodik fonksiyondur. Cinki f(x) = sin (x) = sin (x+2 % ) dir.

yani ; T =2 % dir.

7.2.12 Bileske Fonksiyon (Fonksiyon Fonksiyonu)

u = g(x) olmak tzere y = f (u) seklindeki fonksiyonlara bileske fonksiyon denir ve y = f(g(x))
seklinde de gdsterilebilir.

Ornegin : f(x)=sinx ve g(x)=3x ise y=f(g(x))=sin(3x)=sin3x olarak gdsterilebilir.

Sf(x)=sin3x | T\@



7.3 Fonksiyon Tipleri

L FONKSIYON J

TIPLERI
) L
{ \
t CEBIRSEL l [ TRANSANDANT J
FONKSIYONLAR FONKSIYONLAR

7.3.1 Cebirsel Fonksiyonlar

Cebirsel fonksiyonlar 3 baslik altinda toplanabilir.

CEBIRSEL
FONKSIYONLAR

~

(- TAM RASYONEL
FONKSIYONLAR

+ KESIRLI RASYONEL
FONKSIYONLAR

+ IRRASYONEL
FONKSIYONLAR

—

7.3.1.1 Tam Rasyonel Fonksiyonlar (Polinomlar)

x €R ve n €N olmak uzere,

f(x) = anx" + A1 X" F s +a;xtag

seklindeki fonksiyonlara tam rasyonel fonksiyon denir. Burada ap , a; , ....a, SR olup sabit
buyuklaklerdir. Bunlara katsayi adi verilir. n €N sayisi a, # 0 kosuluyla polinomun derecesini belirtir.

Ornek:
f(x) = x2-3x+1 ikinci dereceden,
f(x) = x+3 birinci dereceden birer tam rasyonel fonksiyondur.

f(x) = a.x" fonksiyonunda n = 0 ise bu fonksiyona sabit fonksiyon denir. Bu durumda fonksiyonun
f(x) = a olacadi aciktir.



f(x)=a

=w

®)
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7.3.1.2 Kesirli Rasyonel Fonksiyonlar

Yandaki sekildeki gibi iki tam rasyonel fonksiyonun orani
f(x) = olarak tanimlanan fonksiyonlara kesirli rasyonel
fonksiyonlar denir.

Ornek:
Kesirli Rasyonel
Fonksiyonlar

f(x)= % veya

2_
f(X) — 2xx-?§x+ 1

7.3.1.3 Irrasyonel Fonksiyonlar

y=f(x) fonksiyonunda dedisken kok iginde ise ya da diger bir ifadeyle dediskene kdk alma islemi de
uygulaniyorsa bu fonksiyonlara irrasyonel fonksiyonlar denir.

Ornek:

irrasyonel Fonksiyonlar

f(x)= X veya

VX2%-2X
()=%+3x+5 @)
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7.3.2 Transandant (Elemanter) Fonksiyonlar

Transandant Fonksiyonlar

Ustel Fonksiyon

Logaritma Fonksiyonu

Trigonometrik
Fonksiyonlar

Ters Trigonometrik
Fonksiyonlar

Hiperbolik

Fonksiyonlar

7.3.2.1 Ustel Fonksiyon

y = a*(x €R, a €R+, a # 1) seklindeki (-0, +0) araliinda tanimh fonksiyonlardir.

Ozellikleri :

a>1ise

* Fonksiyon sureklidir.
* Fonksiyon artandir.
limag" =+, lima" =0
. N=r+w0 ¥=—w
e x=0iginy =1
« y = 0icin a* # 0 (x eksenini kesmez)

O0<a<l1lise

* Fonksiyon sureklidir.
* Fonksiyon azalandir.
lima®™=0, lima" =+
° =+ = —w
e x=0iciny =1
« y = 0icin a* # 0 (x eksenini kesmez)



7.3.2.2 Logaritma Fonksiyonu

y = logax (x,a €R+, a # 1) seklinde (0,+c0) araliginda tanimli, ters fonksiyonu x = a’ olan
fonksiyonlardir.

Ozellikleri :
a>1ise

* Fonksiyon streklidir.
* Fonksiyon artandir.
. -4 . __

fplogx=te,  limlogs=-e

«+ y=0iginlogax =0 =a’=x =x=1dir.
0<a<l1ise

* Fonksiyon streklidir.

¢ Fonksiyon azalandir.
lim log,x=-w, limlog,x=+w
=+ =+

« y=log.x =0 =a’=x =x =1 dir.

7.3.2.3 Trigonometrik Fonksiyonlar

Trigonometrik Fonksiyonlar 4 baslik altinda toplanabilir.

Trigonometrik Fonksiyonlar

10



7.3.2.3.1 y = sinx Fonksiyonu
Ozellikleri :

* Fonksiyon streklidir.

* Periyodiktir (T=2T)

e Tek fonksiyondur (f(x) = -f(-x))

e Fonksiyon [-1, +1] aralidinda dederler alir.

X 0 /2 T 3n/2
y = sinx 0 1 0 -1
AL)?
7] o

— ®
M} Te‘kg

7.3.2.3.2 y = cosx Fonksiyonu
Ozellikleri :

* Fonksiyon streklidir.

Periyodiktir (T =2 )

Cift fonksiyondur (f(x) = f(-x))

Fonksiyon [-1 , +1] araliginda dedgerler alir.

X 0 /2 o 3n/2

y = COSX 1 0 -1 0




7.3.2.3.3 y = tanx Fonksiyonu

Ozellikleri :

T
—+kn

* Fonksiyon periyot aralidi iginde x = 2
» Periyodiktir (T = )
e Tek fonksiyondur (f(x) = -f(-x))

* Fonksiyon (-co0, +0) aralifinda dederler alir.

n/ 3n
e ( é, 2) araliginda artandir.

(k €2) igin kesiklidir.

X 0 /2

31/2

21

y = tanx 1 +00 || 00

1o
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7.3.2.3.4 y=cotx Fonksiyonu
Ozellikleri :

» Fonksiyon bir periyot arahdi iginde x = k ™ (k €2) icin kesiklidir.
* Periyodiktir (T = ™)

e Tek fonksiyondur (f(x) = -f(-x))

* Fonksiyon (-0, +o) araliginda dederler alir.

* (0, ™) arhdinda azalandir

X 0 /2 i 3n/2 2n
y = cotx -0 ||+ 0 - 00 | +e0 0 - 00 | +00
Ay
0 > E'Kﬂ[/z i2x>
z T

—

7.3.2.4 Ters Trigonometrik Fonksiyonlar

Trigonometrik fonksiyonlar yardimiyla elde edilen fonksiyonlardir. Ornegin, y=sinx trigonometrik
fonksiyonun ters fonksiyonu x = arc siny dir. Bu fonksiyonlarin grafikleri trigonometrik fonksiyonlarin y

= x dogrusuna goére simetrileri alinarak bulunabilir.

Ters Trigonometrik Fonksiyonlar, 3 baslik altinda toplanabilir.

Ters Trigonometrik
Fonksiyonlar

| y=arcsinx |

y=arccosx }

y=arctanx ]

13




7.3.2.4.1 y = arcsinx Fonksiyonu

T T
Ters fonksiyonu x = siny olan fonksiyondur. x €[-1, +1] vey €[- 2 ,+ é] araliginda dederler alir.
Surekli ve artan fonksiyondur.

X -1 0 1
=arcsSinx —_— i
Yy 5 >
Ay
7. J0 (AR U, (
-1
0 ] ’
X

fix)=arcsinx @)

Tekrar

7.3.2.4.2 y = arccosx Fonksiyonu

Ters fonksiyonu x = cosy olan fonksiyondur. x €[-1, 1] vey €[0, ™] aralifinda degerler alir. Siirekli
ve azalan bir fonksiyondur.

to | A

y=arccosx bl

14



7.3.2.4.3 y = arctanx Fonksiyonu

b b
Ters fonksiyonu x = tan y olan bir fonksiyon olup x € (-0, +®) vey €(- A,+ A) araliinda degerler

alir. Artan bir fonksiyondur.

y=arctanx

NN

ro A
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7.3.2.5 Hiperbolik Fonksiyonlar

e* ve e Ustel fonksiyonlar yardimiyla tanimlanan sirekli fonksiyonlardir. Bu fonksiyonlar:

g¥—e ™
shx = 2
g* +e™
chx = 2
Sh}{ ex _ e—x

=X

=X

che e*+e
cothx = shx = e* —e

-X

dir. Yukarida verdigimiz fonksiyonlar sirasi ile; sintis hiperbolik x , cosinls hiperbolik x , tanjant

hiperbolik x ,kotanjant hiperbolik x diye okunur shx ve chx bagintilari taraf tarafa toplanir ve gikarilirsa

chx + shx = ¢* chx - shx =¢™

esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerin taraf tarafa carpilmasiyla ;

ch’x —sh’x =1

bagintisi bulunur. Bu baginti

cos’x + sin’x = 1

badintisini animsatmaktadir ve geometrik anlamda benzeri bir yorumu vardir. Bunu su sekilde

aciklayabiliriz : x dedistigi zaman koordinatlari

X =cosx , Y = sinx

olan nokta denklemi

X2+Yi=1

16



dairesini gizer. Bu bakimdan cosx ve sinx fonksiyonlarina dairesel fonksiyonlarda denir. Benzer sekilde ,

x degistiginde koordinatlari

X =chx,Y =shx

olan nokta , denklemi

X-Y*=1

olan ikizkenar hiperbol Gizerinde hareket eder. Yukarida tanimladigimiz fonksiyonlardaki hiperbolik

terimi buradan gelmektedir.

Yukarida verilen formiller yardimiyla;

ch(-x) = chx ve sh (-x) = -shx

olarak elde edilir. Bu nedenle chx fonksiyonu cift fonksiyon, shx ise tek fonksiyondur. x ne olursa olsun,
chx > 0 dir. Ancak , shx’in isareti x'in isareti ile aynidir, yani x < 0 igin shx<0 , x > 0 igin shx > 0 dir.

Ozel olarak ch0 = 1 ve shO = 0 dir.

shx daima artan bir fonksiyondur; chx ise x < 0 igin azalan, x >0 igin artan bir fonksiyondur ve x = 0

icin bir minimumu vardir. Kolayca gorilecedi Uizere,

lim chg=to | lim shx=tw |
¥=to Y= -0

lim shx=tw

¥=>+0

Hiperbolik fonksiyonlar periyodik dedildir. Bu iki fonksiyonun grafikleri asagidaki gibidir.

‘J

4
\

i fix)=shx Jx)=chx

®)

Tekrar
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X -® 0 0 X -0 +00
y = shx - ® 0 Ll y = chx T 1 +
she e —e™
thx = chx = ¢* +e™
th(-x) = -th x oldugundan thx tek bir fonksiyondur.
lim thx=-1 , lim thx=1
=00 x> +0
X ne olursa olsun, daima -1 < thx < 1 dir.
X -0 0 + 00
y = thx -1 0 1

................. =7

)=ty
f(x)=thx 9'(2
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